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I Systeme proportionnel

1. Caractéristiques

La grande majorité des systéemes peuvent étre modélisés par une constante, c'est a dire une
relation de proportionnalité directe entre I'entrée et la sortie :

s(t) = K e(t)

La constante de proportionnalité est alors appelée le gain du systéme.

r \

¢ Remarque

Dans ce type de systeme, I'entrée et la sortie peuvent étre inversées : il n'y a pas de notion de
causalité.

\, J

On peut ainsi modéliser par une constante les composants suivants :

e ceux qui transmettent I'énergie sans changer sa nature : les transmetteurs (réducteur a roue
et vis sans fin, a engrenages, systeme vis-écrou...),

¢ ceux qui distribuent I'énergie : préactionneurs (variateur),

o les capteurs (potentiométre, génératrice tachymétrique)...

vitesse vitesse

< .

i -
allongement force  d’entrée de sortie angle tensio
- T Reducteur |5 ——/ Potentiometre |+

Exemples de systéemes modélisables par un gain pur

Gain d'un ressort © Exemple

La relation reliant la force exercée sur le ressort F(t) (sortie) a 'allongement Az(t) (entrée)
est donnée par la relation : F' = k Az ou k est la raideur du ressort. Le gain K du systeme est
alors égal a k.




Systéme proportionnel

4 N
Gain d'un réducteur de vitesse a engrenages © Exemple

On cherche a déterminer le rapport entre les vitesses angulaires (en tour/mn ou rad/s) des
roues dentées ou la relation wy(t) = K wi(t).

La petite roue possede Z; dents (20 dents) et la grande roue en posséde Z; (40 dents).

On observe que la petite roue tourne plus vite que la grande roue. Ainsi lorsque la petite roue
tourne d'un tour, elle pousse Z; dents de la grande roue qui ne tourne alors que de Z;/Z, tour.

Le rapport de transmission entre les rotations est donc de Z,/Z,.
On a alors (au signe pres) pour les vitesses de rotation : %11 = %

Le gain K du systéme est alors égal a Z,/Z;.

En Travaux Pratiques : cordeuse de raquettes © Exemple

Gestiondes coupes -om

‘:ﬂg‘ alalva|se| | &/8cms | 5
T e L —

Courbe caractéristique du réducteur de la cordeuse de raquettes

Homogénéité ¢ Remarque

Le gain statique K est homogene au rapport de s(t) sur e(t).

2. Fonction de transfert
s(t) = K - e(t),donc S(p) = K - E(p).



Systéme proportionnel

s

H(p) =K

Q Fondamental

3. Diagramme de Bode

H(jw) = K

20 log K (O

Bode : systéme a action proportionnelle




II Systeme intégrateur

1. Caractéristiques

r

v(t)):

dz(t) _
dt

v(t) = (t)

.

Ainsi la position z(t) est donnée par la relation : z(t) = f(f v(t) dt.

Q Fondamental

Une relation fondamentale lors de la modélisation des systémes mécaniques est la relation
permettant de passer de la vitesse v(t) a la position z(t) (ou de I'accélération a(t) a la vitesse

La relation entre I'entrée et la sortie peut donc s'écrire ainsi :

d s(t)
dt

=Ke(t)

Réponse temporelle a une entrée en échelon, et en rampe.

i / x(t) = votu(t) i
v(t) = vou(t)

temps ¢

2
#(t) = UO%u(t)

v(t) = votu(t)

temps ¢

Réponse temporelle de la position pour une entrée en vitesse donnée

En supposant que les conditions initiales sont nulles :

e quand la vitesse est constante, la position est une droite

e quand la vitesse est une droite, la position est une parabole.
On notera que pour t < 0, la position est nulle.

D'autres systemes sont modélisables par un intégrateur :

7

Domaine électrique

de la bobine)

ur
_—

r-— Y
iL

Relation entre le courant et la tension dans une bobine : uz(t) = L

di(t)
dt

© Exemple

(avec L linductance




Systéme intégrateur

p
Domaine thermique © Exemple

relation entre la température et la puissance fournie par un radiateur dans une piece sans
2

perte : C dig—t(t) = Precue(t) (avec C' la capacité thermique de la piece, Precyc(t) = % ouU

est la tension d'alimentation du radiateur et R la résistance du radiateur)

¢ Remarque

Méme si on parle de relation intégrale, on utilise souvent la forme dérivée entre les
paramétres afin de faire apparaitre des équations différentielles.

Homogénéité /N Attention

Le gain statique K est ici homogéne au rapport de d‘;(tt) sur e(t).

2. Fonction de transfert

L5 — K - e(t), donc S(p) = £ - E(p).

Q Fondamental

K
H(p) = —
()=
3. Diagramme de Bode
H(jw) = J% = —j£ (donc imaginaire négatif)
Gain: G = 20log K — 20 logw
Phase: ¢y = —90°
G
\4%
20 log K 1 K 10 ®
20 log K-20 0 o
-90°

Bode : intégrateur pur



Systéme intégrateur

N\

Pente du gain ¢ Remarque

La pente de la courbe de gain est ici de -20 dB par décade, dite "pente -1".

dB par décade | dB par octave | Nom usuel

-20 6 "1
-40 12 0"
-60 -18 3"

Equivalences des pentes du gain




III Systeme dérivateur pur

Az Définition

H(p)=Kp

1. Analyse temporelle

e )
I Attention

Dans un systéme réel, I'ordre de dérivation de la sortie est nécessairement supérieur ou égal
a celui de I'entrée.

Par conséquent, le degré du polyndme au dénominateur d'une fonction de transfert
modélisant un systéme réel est forcément supérieur ou égal a celui du numérateur.

Un systeme dérivateur pur ne peut donc pas représenter un systeme réel.

Il n'y a donc pas lieu ici d'étudier les allures des réponses temporelles d'un systeme dérivateur
pur.

2. Diagramme de Bode

4 )
(Y Remarque

Méme si aucun systeme réel ne peut étre modélisé par un dérivateur pur, il est nécessaire de
connaitre la réponse harmonique théorique d'un tel systeme.

En effet, en le superposant avec d'autres systéemes fondamentaux (par exemple Proportionnel
et Intégrateur), on pourra représenter facilement la réponse harmonique d'un composant ou
d'un correcteur.

\. J

H(jw) = j K w (imaginaire positif), donc G = 201log K + 20logw et ¢ = 90~
G (+1)

20 log K /
1 o
/I/K

\

90°

Bode : dérivateur pur

10



IV Retard

Az Définition

H(p)=e ™™

1. Analyse temporelle

S(p) = e ™E(p) donc s(t) = e(t — 7) : la sortie est identique a I'entrée mais en retard d'une durée

2. Diagramme de Bode

H(jw) =e 77 donc G =20logl =0ety

=—wT

IIIII

I |

g | R

dicscsashadadakddd

i i

1 1
|||||| pesssssgesss=a==d
1 1 !
| 1 !
i 1 !
1 1 !
e e |
||||||| 1
||||||| prasssssgess=s==d
T U |
I
- 11"-.1 .
||||||| F=== mm e m=d
I [
|||||||||| +

Bode : retard pur
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V Systeme de premier ordre

1

1.

. Caractéristiques et réponse temporelle

1. Forme de I'équation différentielle

s

Forme de I'équation différentielle Az Définition

La forme générale de I'équation différentielle caractéristique d'un systéme du premier ordre
est:

d s(t)
dt

T +s(t) = K e(t)

avec:
* 7 la constante de temps du systéme (en secondes)
e K le gain statique du systéme (unité [s]/[e])

ds(t . N ’ W g
T % est bien homogéne a s(t) car r en seconde "compense” |a division par dt.

12

Sous-marin © Exemple

Pour s'immerger ou remonter a la surface, les sous-marins utilisent des ballasts qui peuvent
étre plus ou moins remplis d'eau ou d'air. La poussée d’Archimede est alors modifiée et
permet de ne plus s'opposer au poids du sous-marin et ainsi de gérer le déplacement vertical
du sous-marin.

Les ballasts se remplissent, ballasts sont totalement remplis,
Ballasts vides Ie sous-marin s'enfonce... :'.“ sgriglsl e ke g6

Principe d'immersion d'un sous-marin a ballast

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au sous-marin soumis a la poussée
d'Archiméde, a la pesanteur et aux frottements visqueux de I'eau, s'écrit :

dv(t)

p =—fo(t)+Pa(t)—mg

On pose P(t) = Pa(t) — mg la force permettant de gérer la vitesse verticale du sous-marin.
On obtient alors une équation différentielle du premier ordre entre I'entrée P(t) et la sortie v(t)

d v(t) _ Pt

f

+ v(t)

|3




Systéme de premier ordre

Nous pouvons ainsi définir la constante de temps du systeme 7 = % etlegain K = %

Chauffage d'une piece © Exemple

Le comportement d'une piéce chauffée dont les murs sont mal isolés peut étre décrit par les
équations suivantes :

e équation de la chaleur du systéme piece : C dﬂf) = Precue(t) — Pperdue(t)

2
 puissance fournie par le radiateur : Precye(t) = UR(t)

e pertes de puissance a travers les murs : Py, (t) = h (T(t) — Tept(t))

En combinant ces équations pour ne faire apparaitre que la température de la piece T et les
grandeurs externes au systéme (température extérieure T, et puissance recue dépendant de
la tension de commande des radiateurs U(t)), on obtient la relation :

C dz;—ff) - PTecue(t) —h (T(t) - Text(t))
soit
C (ﬂ;—it) + hT(t) = Precue(t) + h Tezt(t)

Ainsi on trouve également une équation différentielle du premier ordre, de constante de
temps 7= % Sachant qu'il y a deux entrées et que l'équation est linéaire, on étudiera par
superposition la réponse a I'entrée U(t) d'une part puis a I'entrée T,.(t) d'autre part.

\

¢ Remarque

La résolution de I'équation différentielle est habituellement obtenue (cf. mathématiques) en
sommant :

* une solution particuliére s,(t) qui caractérise le comportement du systéme pendant le
régime permanent ou établi et qui est de la méme forme que l'entrée du systeme

e une solution de I'équation différentielle sans second membre (équation homogéne)
s4(t) qui correspond au comportement du systéme pendant le régime transitoire.

En Sciences Industrielles pour I'Ingénieur, nous utiliserons la transformée de Laplace pour
obtenir si nécessaire I'expression de la sortie du systéeme s(t).

1.2. Réponse impulsionnelle (i.e. a un Dirac)

Réponse impulsionnelle Az Définition

La réponse impulsionnelle est celle du systéme a une entrée e(t) = 4(¢).

13



Systéme de premier ordre

La réponse temporelle a une entrée de type distribution de Dirac (réponse impulsionnelle) d'un
systeme du premier ordre est :

s(t) = g e - ult)

Allure de la réponse impulsionnelle

N
Q Fondamental

A e(t) et s(t)

K

T

|
I
]
1
1
1
1
1
\
1
1
1
1
1
1
1
1

T

Réponse impulsionnelle d'un systéme de premier ordre

J
Tracé et propriétés remarquables

<
Q Fondamental
o Pourt=r1:s(1) =£(1-0.63)
e Pourt=3-7:5(3r) = £(1-0.95)

e Latangente a l'origine coupe l'axe des abscisses pour t = 7.
.

s

1.3. Réponse indicielle (i.e. a un échelon)

Réponse indicielle

Az Définition
La réponse indicielle est celle du systéme a une entrée e(t) = e, u(t), avec :
e ¢, : amplitude constante

e u(t) : fonction échelon
.

J
La réponse temporelle a une entrée en échelon (réponse indicielle) d'un systéme du premier ordre
est:

s(t) = K eg [1 - e’é} u(t)

14



Systéme de premier ordre

Allure de la réponse indicielle

\
Q Fondamental
sréponse s(t)

valeur finale : Keg
95% de la valeur finale ~

temps ¢

-
™

0

Réponse indicielle d'un systéme de premier ordre

15

Tracé et propriétés remarquables

Q Fondamental

La valeur finale (valeur asymptotique) est s, = K eg

Pour t=r, la réponse atteint environ 63% de la valeur finale car
s(7) = Keg (1 —e™!)=0.6321 54,
Pour t=3r, la réponse atteint 95% de la valeur finale car

s(37) = K eg (1 — e7%) = 0.9502 s ; on adonc t,55, = 37

La réponse indicielle ne présente pas d'oscillations. En effet, s'(t) = @e—%u(t) >0Vt
, donc s(t) est strictement croissante.

Ke(]
T

La pente de la tangente a l'origine est non nulle : s’(0)

Plus 7 est élevée, plus le systeme est lent.

I'éponse S(t) K croissant I‘éponse S(t)

- 5 S
. 4 — —
. | - 3
: B ] T croissant
1 temps ¢ 1 ‘// .
O T 1 T 7 T L > O . - - .

0 5 10 15 O : . :

Influence des paramétres du modeéle du premier ordre sur la réponse indicielle

15



Systéme de premier ordre

4 N\

En travaux pratiques : articulation de bras robot Maxpid © Exemple

Réponse indicielle du moteur du Maxpid

Valeur asymptotique de la réponse indicielle (i.e. entrée échelon

d'amplitude e0) (@ Remarque

Lorsque t — oo, la sortie s(t) va se "stabiliser” autour d'une valeur constante.

La dérivée dfl—it) va tendre vers 0 et I'équation différentielle (représentant donc le

comportement du systéme) va devenir s(t) = K e(t). La valeur asymptotique de la sortie sera
donc le produit de K avec I'amplitude de I'échelon d'entrée e,

\. J

1.4. Réponse a une rampe

s )
Réponse a une rampe Az Définition
La réponse a une rampe est celle du systeme a une entrée e(t) = aq t u(t), avec:
* ag : pente constante

¢ wu(t) : fonction échelon

\. J/

La réponse temporelle a une entrée de type rampe d'un systéme du premier ordre est :

s(t) = K aq (t—7’+7'eé> u(t)

Réponse a une rampe Q Fondamental

<) s(t

Réponse a une rampe d'un systéeme de premier ordre

16



Systéme de premier ordre

Tracé et propriétés remarquables

lim s(t) = tli)m Kay (t—7+71e L) u(t) =+o00

t—00 T

y(t) = K ag (t - 7).

écart non nul mais constant), ou s'en écarter continuellement.

Q Fondamental

e La valeur finale (valeur asymptotique)

 La pente de la tangente a l'origine est nulle : s'(0) = K a9 (1 —e ) =0

e Lorsque t tend vers +oo, le terme 7 e~ 7 tend vers 0 ; ainsi l'asymptote de la réponse est

Cette droite est de pente K a, et coupe I'axe des abscissesent = .

¢ Suivant la valeur du gain statique K, la sortie peut "suivre" la rampe de I'entrée (avec un

N\

est

En travaux pratiques : plateforme six axes Stewart

vvvvvv

7

5 10 15 2 F3 0 E3 a0 5

Postion en mm en fonclion du ters

Réponse du moteur de la tige de vérin de la plateforme Stewart

© Exemple

2. Fonction de transfert

720 | s(t) = K e(t), donc 7 p S(p) + S(p) = K E(p).

p

Forme canonique de la fonction de transfert d'un systeme de

. Q Fondamental
premier ordre
K
H(p) =
(p) 1+71p

avec :

K gain statique

T : constante de temps (en secondes)
. J

17



Systéme de premier ordre

3. Réponse harmonique

H(jw) = 5
G = 20log \/% = 20log K — 10log(1 + w?7?)

¢ = arg(K) — arg(1l + jwr) = —arctanw 7

Diagramme de Bode

NG
20 log K A
: P 3 dB
1 : @ S
172t lit 2/
(-1)
/\(I) I/T (D\

-45°
-90°

Bode : premier ordre (asymptotique et réel)
1. Diagramme asymptotique :
° liné H(jw) = K, donc G tend vers 20log K et ¢ tend vers 0° (cf. systéme a action
w—

proportionnelle)
o lim H(jw) = J% donc G est de pente "-1", et ¢ tend vers —90° (cf. intégrateur pur)

w—00

o la pulsation de cassure en A est w = % :20log K = 20log K — 20log wr = wr = 1.

2. Diagramme réel :
o G(/r) =20log K —10log2 = 20log K — 3dB
o G/2r) = 20log K — 10log 1.25 = 20log K — 1dB
o de méme, pour w = 2/7, 'écart entre le gain asymptotique et le gain réel est de —1dB.

°© @1/ = —arctanl = —45°

18



Systéme de premier ordre

N\

"Inverse" d'un premier ordre ¢ Remarque
La fonction de transfert d'un tel systéme est du type 1 + 7. p.
H(jw) =1+ jwr
G = 20logv/1+ w272 = 101og(1 + w?72)
p = arctanw T
Ainsi, la pulsation de cassure reste égale a l'inverse de la constante de temps, mais :
¢ la pente de l'asymptote est de +20dB/décade au lieu de -20 dB/décade

¢ la phase asymptotique est de +90° au lieu de -90°

19



VI Systeme de second ordre

1. Caractéristiques et réponse temporelle

1.1. Forme de I'équation différentielle

p
Az Définition

La forme générale de I'équation différentielle caractéristique d'un systéme du second ordre
est:

1 d’s(t)  2m ds(t)
w% dt2 U)O dt

avec:

wo la pulsation propre (non amortie) en rad/s

m le coefficient d'amortissement, positif et sans unité

K le gain statique (unité [s]/[e])

1 d?s(t)
dt?

est bien homogeéne a s(t) car % en secondes au carré "compense" la division par dt?
0

2
0

2m ds(t)

wo dt

est bien homogene a s(t) car 1—7(’)" en seconde "compense" |la division par dt.

¢ Remarque

Le coefficient d'amortissement peut étre décrit par d'autres lettres : &, (,e ou z. Le but est
surtout d'éviter la confusion avec une autre grandeur qui pourrait avoir la méme notation.

Mouvement d'une roue par rapport au chassis d'un véhicule © Exemple

La roue d'un quad est reliée au chassis par l'intermédiaire d'un amortisseur et d'un ressort
montés en parallele. Ce systéme peut étre modélisé par une masse reliée en série a un
ressort et un amortisseur montés en paralléle. On note f(t) la force exercée sur la masse M,
et y(¢) la position de cette masse par rapport a la position d'équilibre.

./

M
=
H
AN ,_..
k y(t)

Modélisation d'une des deux suspensions arriére du quad

20




Systéme de second ordre

En appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique sur la masse M soumise a l'action du
ressort (—k y(t)), de 'amortisseur (—u y(t)) et a la force f(t), on obtient I'équation :

M y(t) + pg(t) +ky(t) = £(¢)

En posant 1> = 4L, 2 — £ et K = 1, I'équation correspond a celle d'un systéme de second
0

wo k!

ordre :
1 . 2m .
— () + —Oy(t) +y(t) = K f(t)
wo w

\.

¢ Remarque

Lors de la résolution "mathématique traditionnelle" (solution particuliére + solution
homogéne) de I'équation du systéme de second ordre, on obtiendra différents résultats
suivant la valeur de m. En effet, les racines - notées p; et p, - du polynébme caractéristique
associé a I'équation homogéne pourront étre :

o différentes et réelles sim > 1
e identiques et réelles ("racine double") sim =1
e complexes conjuguées sim < 1

Les réponses d'un systeme de second ordre seront donc différentes suivant la valeur du
coefficient d'amortissement m.

1.2. Réponse impulsionnelle

a)m > 1:régime apériodique (ou amorti)

Si I'amortissement m est suffisamment grand (> 1), alors la réponse du systéme de second ordre
est de la forme:

K(/J()

— —2\/m2 — (e — eP")u(t)

s(t)

s(t)

Réponse impulsionnelle d'un second ordre amorti

b) m=1:régime critique

Lallure de la réponse obtenue sera comparable a celle du régime apériodique. Il sera en revanche
impossible dans la réalité d'avoir m exactement égal a 1.

21



Systéme de second ordre

c) m< 1:régime pseudo-périodique

Si 'amortissement m est trop faible (< 1), alors la réponse du systéme de second ordre est de la
forme :

Kwo

—m2

s(t) = e ™ sin (wO\/l —m?2 t)u(t)

enveloppe exponentielle

Réponse impulsionnelle d'un second ordre oscillant

27
wo\/17m2 ’

La pseudo-période des oscillations vaut T' =

Cas ou m=0 (pas d'amortissement) ¢ Remarque

Lallure de la réponse obtenue serait une sinusoide de pulsation wy.

1.3. Réponse indicielle

4 1
Réponse indicielle Az Définition
La réponse indicielle est celle du systéme a une entrée e(t) = eg u(t), avec:

e ¢o: amplitude constante

e u(t) : fonction échelon

Valeur asymptotique de la réponse indicielle (i.e. entrée échelon

d'amplitude e0) (® Remarque

Lorsque t — oo, la sortie s(t) va se "stabiliser" autour d'une valeur constante, qu'il y ait eu des
oscillations ou non auparavant.

2
Les dérivées ddjgt) et d;it) vont tendre vers 0 et I'équation différentielle (représentant donc le

comportement du systéme) va devenir s(t) = K e(t). La valeur asymptotique de la sortie sera
donc le produit de K avec I'amplitude de I'échelon d'entrée e.

22



Systéme de second ordre

a)m > 1:régime apériodique (ou amorti)

Si l'amortissement m est suffisamment grand (> 1), alors la réponse du systéme de second ordre
est de la forme :

p1t Dot
s(t) = K e <1+—p2 eplt—Lemt)-u(t):Keo [1+ =l (e - )]u(t)

P1— P2 P1— D2 2vm?2 —1\ P D2
4 N\
Réponse indicielle si m>1 Q Fondamental
Keo0

Réponse indicielle d'un systeme de second ordre amorti

Tracé et propriétés remarquables Q Fondamental

o Lavaleur finale (valeur asymptotique) est s, = K eg
e Laréponse indicielle ne présente pas d'oscillations ni de dépassement.

e La pente de la tangente a l'origine est nulle
: / . w t _ t _
11_1}1(}3 (t) = 11_1}151( eo [2\/# (errt — ep2 )}u(t) =0

e Plus m est proche de 1, plus le systeme est rapide.

Réponse indicielle de l'articulation de bras Maxpid © Exemple

E=2 Echelon de position de 30.0°, avec KP = 20, KI = 0 et KD = 0, plan vertical et 0 masse (0g).
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Systéme de second ordre

e )
® Complément

Avec 71 = —-- et 7, = —--, lexpression s(t) =K e (1 + B et - e”?t) “u(t)
devient s(t) =Key (1 + ?727'_1 C_t/Tl — # e_t/Tz) . u(t)
Cela permet d'assimiler la réponse du systeme a celle d'un premier ordre si 71 > 79

\ J

b) m = 1:régime critique

La solution compléte est s(t) = K ey[1 — (wg t + 1)e 0 t] u(t).

e p

Q Fondamental

Les propriétés sont identiques a celles du régime apériodique, le régime critique étant le cas
limite quand m — 1. Il sera en revanche impossible dans la réalité d'avoir m exactement égal
al.

.

c) m< 1:régime pseudo-périodique

Si I'amortissement m est trop faible (< 1), alors la réponse du systeme de second ordre est de |
forme:

1 —mwot 3 2
s(t)y=Kep |1-— me sin (wo 1 —m*t+ arccos m)]
p
Réponse indicielle si m<1 Q Fondamental
Dy T
D3
Keg +---- -\l p - A AT === -
Dy \
Do valeur finale de s(t)
temps ¢
0 t to t3 ta ts te tr ts to
Réponse indicielle d'un systeme de second ordre sous-amorti
. J
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Systéme de second ordre

Tracé et propriétés remarquables Q Fondamental

¢ Lavaleur finale (valeur asymptotique) est s, = K ey

e Laréponse présente des oscillations. On note :

o w=wypV1l—m?lapseudo-pulsation

2 2 =
o T==:L =—L_ |apseudo-période
w woV1—m? P P
e Laréponse présente des dépassements. lls sont caractérisés par :
o linstant du k"¢ dépassement : ¢, = —2—
k P 2 woV1—m?2

—kmrm
o le k¢ dépassement relatif DZ° = %ﬂ‘ —eVimd

¢ La pente de la tangente a l'origine est nulle

Temps de réponse d'un systeme de second ordre ¢ Remarque

Il n'existe pas de formule simple pour calculer le temps de réponse a 5% car il dépend de la
valeur du coefficient d'amortissement m et de la pulsation propre non amortie du systéeme wy.
On utilise alors un abaque (ct. p.-25) (fourni par les énoncés) donnant la valeur du temps de
réponse réduit t5y - w, en fonction du coefficient d'amortissement m.

Le temps de réponse a 5% le plus faible est cependant obtenu pour m = 0.69. En effet, pour
cette valeur, le premier dépassement relatif vaut D‘l% ~ 0.05.

1000 —  ——
Tetps de répanse réduit
500 t ..m, en fonctionde ,/
300 l'anortizzement £
AN /
™~ /’
100 \ A
I
AN
50 A
=]
¢ w T :
e
o 4
1/
10 7
N rd
1 7
5 A
3
1
.01 0.03 0,05 01 03 0.5 1 3 s 10 3 50 10

Abaque temps de réponse réduit pour second ordre
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Systéme de second ordre

4 )
Evolution des dépassements en fonction de 'amortissement ¢ Remarque
Les dépassements relatifs ne dépendent que de m !

1 p———————————
X e SN N L I D A s " S S
Y i A iy
E_.: _______
-~ [
{1 J S e e . < 4 -
irs) o
— . [
‘e I
§0>1-55555::::::55::::::55555::: ______ 43
_____ I— — __ - - = J
E ————— = ==+ A =44 —-== == = A A
% ————— --l—+ 444+ —-—-—-—- F-—-4-—-r -+ X4
n 1--=-=-- et Bl e e e B B T s I B T SR
< | [ S B A SO N B B Y SR S M SN IO | WA
Q—c I | | | I [ I I I | | l‘ [ N
L O A B [ O I Y IR IO BN MUY N (R
Q I | | | I [ I I | L] | 1 [ |
I | | | I | I I I | I« gl |
0 01 I | | | I [ I I I | I'-_ Iyl |
, T 1 T T T 1 T T T T T T T T T T 1
0,01 0,1 1
Amortissement &
Abaque des dépassements relatifs selon 'amortissement
. J

1.4. Réponse a une rampe

De maniere similaire au systeme de premier ordre, la valeur de K conditionne la tendance de la
réponse.

Si K =1, la réponse restera parallele a la rampe de l'entrée, et la valeur du coefficient
d'amortissement aura les influences suivantes :

e la présence ou non d'oscillations (m < 1 oum > 1)

e ['écart entre la rampe d'entrée et la rampe asymptotique de la réponse.

2. Fonction de transfert

1
wi dt? wo dt

donc —p® S(p) + 22 p S(p) + S(p) = K E(p).

)
Wo

( )

Forme canonique de la fonction de transfert d'un systeme de

Q Fondamental
second ordre

B K
1+ 2mp 4 = p?

wy

H(p)

avec :
e K: gain statique

e w, : pulsation propre (en radians par seconde)

e m : coefficient d'amortissement (sans unité)
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Systéme de second ordre

Remarque :

Le polyndme de degré 2 au dénominateur peut s'écrire (p — p1) - (p — p2) avec p; et py les
poles de la fonction de transfert.

3. Calcul des péles d'un second ordre et représentation dans
le plan complexe

Discriminant

Le polynéme du dénominateur peut s'écrire p* + 2mwop + w?.

Le discriminant A = 4w?(m? — 1).

Les poles de la fonction de transfert de second ordre dépendent donc de la valeur du coefficient

d'amortissement m; il y a trois cas de figure possibles.

3.1. Cas ou m>1, discriminant positif

p1 = —mwo +wovVm? — 1

p2 = —mwy — wovVm? — 1

Les poles sont deux réels négatifs.

Représentation dans le plan complexe

Lorsque m tend vers oo, p; tend vers 0 et p; tend vers —oo.

pl Re
V)

m croit m croit

(O
N

4

Deux pbles réels négatifs

¢ Remarque

P1'P2=w%

3.2. Cas ou m=1, discriminant nul

P1 =p2 = —Wo

Les deux péles sont réels confondus.
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Systéme de second ordre

Représentation dans le plan complexe

pl=p2 Re

Deux péles réels confondus

3.3. Cas ou m<1, discriminant négatif
On pose A = 4w? j*(1 — m?).

p1 = —muy + gy T—m?

P2 = —Mmwy — ij\/l — m?

Les deux poles sont deux complexes conjugués.

pl pour m=0

pl pour m=0.7

Re

N
N4

pl et p2 pour m=1
p2 pour m=0.7 ©_

p2 pour m=0

Péles complexes conjugués

¢ Remarque
p1] = |p2| = VRe2 + Im?2 = wy
4. Réponse harmonique
H(jw) = = K — = K ; on définit u = wio appelée pulsation réduite.
L+t - (1-4) +jime

4.1. Particularités

Module

|H(ju)] = ——£&
(1—u?)"+4m2u?

GainendB

Gap = 20log K — 10log | (1 — u?)” + 4m?u?|
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Systéme de second ordre

Résonance du gain

d|H(j —K[—4u(1—u?)+8m
La dérivée du module vaut : 400l _ —K[au0u)ismou]

2[(1—u2)2+4m2u2]3/2
Elle s'annule si —4u(1 — u?) + 8m?u = 0, c'est-a-dire si:
e u = 0,donc w = 0 (absurde)
e u=+/1—2m?2 acondition que 1 — 2m? > 0, c'est-a-dire sim < %5
Dans ces conditions, on dit qu'il y a résonance pour la pulsation de résonance wgr = wg v'1 — 2m?2.

On obtient ’H('](.OR)’ = ﬁ

Plus m est faible, plus la résonance est importante : on définit pour caractériser ce phénomene le
facteur de surtension () qui correspond au rapport du gain a la résonance sur le gain statique:

_ 1
Q T oom/I-m?
Phase
p = arg (W)
SIK>0:¢= —arg((l —u2) +j2mu).

Trois cas sont possibles :

e y<ldoncw < wy:e = —arctan 12272
e y=1ldoncw =wp:p=—-90"
. u>1doncw>w0:<p:—(arctan ffﬁg +7r)
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Systéme de second ordre

4.2. Diagramme de Bode

A \m<0.7

V

(-2)

\/8

-90°|.

m f

“180° |

Bode : second ordre (asymptotique, résonant et non-résonant)
Lorsque w tend vers O :
G —20logKetp —0
Lorsque w tend vers oo :
(1 —u?)® + 4m?u? — u*, donc Gyp — 20log K — 40logu et p — —180°
La pulsation de cassure correspond a wy : 20log K = 20log K — 40logu = u =1
Lorsque w = wy :

Gap = 20log = et p = —90°

s )

¢ Remarque

La pulsation de résonance wpg est forcément inférieure a la pulsation propre wy : le pic de
résonance, s'il existe, se situe donc a gauche de la cassure des asymptotes du gain.

\. J

Casoum>1

Dans le cas oum > 1, la fonction de transfert comporte deux pdles réels.

Elle peut donc étre écrite de la fagon suivante : H(p) = 1+If1p . 1;”], c'est-a-dire comme le produit
de deux fonctions de transfert de premier ordre.
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Systéme de second ordre

Le diagramme asymptotique peut alors étre tracé plus précisément, comme la superposition de
deux diagrammes de premier ordre.

N

-1

(-2)
|
Ve, ®© 1/

\'%

Bode : second ordre asymptotique lorsque m > 1

Par identification : 7; - 75 = -, donc log 1/71 + log1/75 = 2log wo.
wo

log wy est donc "au milieu entre" log Til et log %
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VII Différentes modélisations d'un méme
systeme

Introduction

On peut adopter différentes modélisations d'un méme systéme ; par exemple le moteur a courant
continu.

1. Description d'une machine a courant continu

Une machine a courant continu est un convertisseur électro-mécanique composée généralement :

e daimants permanents sur le stator (puissance faible) ou d'un inducteur bobiné (forte
puissance)

¢ d'un bobinage au rotor soumis a une tension continue

Un collecteur a balais permet d'alimenter une partie du bobinage du rotor de fagon a ce que la
force de Laplace exercée sur les conducteurs impose un couple moteur sur le rotor (action
mécanique ayant tendance a faire tourner le rotor).

almants

bobines axe de sortie

broches électriques

stator

moteur a balais
courant continu

collecteur

Architecture d'une machine a courant continu

La machine a courant continu est le siege de phénomeénes électriques, magnétiques et
mécaniques :

Q

()Ium I Cm = Bt —
VT RE;

e = K. w,,

| AN

Modélisation électrique et mécanique d'une machine a courant continu

32



Différentes modélisations d'un méme systéme

La modélisation des phénomenes conduit aux équations suivantes :

e up(t)=Ri(t)+ L dfi(tt) + E(t) (loi des mailles)

e J d“’st(t) = Cp(t) — Cr(t) — f wm(t) (principe fondamental de la dynamique)

e(t) = K, w,,(t) (couplage électromagnétique)

Cn(t) = K. i(t) (couplage électromagnétique)
avec:

R : résistance du bobinage d'induit

L : inductance du bobinage d'induit

U,, : tension aux bornes de la machine a courant continu
1 : intensité du courant absorbé par la machine

E : force contre-électromotrice due a la rotation

J : inertie mécanique a vaincre par la machine

f : frottement visqueux

C,, : couple électro-magnétique exercé par le stator sur le rotor
C, : couple résistant en sortie

wm, . Vitesse de rotation

K, et K, : constantes de couplage électro-magnétique (K, = K, généralement)

2. Différents niveaux de modélisation

4 N
¢ Remarque

On fait ici I'hypothése préliminaire que le moteur tourne a vide (Cr(t) =0) et que le
frottement visqueux est négligeable (f = 0).

\ J

Inductance négligée

Si I'on considere que I'établissement du régime permanent dans le circuit électrique est bien plus
rapide que l'établissement du régime permanent mécanique, on néglige l'inductance L et l'on
obtient :

Um(t) = K win(t) + % (J dwcr;(t) >

Cela correspond a un systeme de premier ordre.

Inductance non négligée

En revanche, si L n'est pas négligée :

un(t) = K w(6) + 1= (J Lon®) ) v (J dz_;(t))

Cela correspond a un systéeme de second ordre.
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Différentes modélisations d'un méme systéme

Angle de rotation
Par ailleurs, si l'on souhaite obtenir I'angle 8,, plutot que la vitesse w,, pour traduire le mouvement

. _ A1)y .
de rotation du rotor, cela donne (avec w,,(t) = —5=) :
do,,(t) R d?0,,(t) L d30,,(t)
t)=K — | J — — | —
um(t) it K ( aw )& at?
Cela correspond a un systéeme de troisieme ordre.
e ™)

¢ Remarque

Lordre de I'équation différentielle d'un systeme dépendra :
e du choix de I'entrée et de la sortie
e de la finesse de la modélisation

Tout n'est que question de compromis : c'est la comparaison entre le modéle et des résultats
expérimentaux qui validera les choix adoptés.
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